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Задание № 1. Решить графическим методом
Условия задачи
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Решение

Преобразуем условия задачи, чтобы мы ее смогли решить графическим методом (нам необходимо добиться, чтобы задача линейного программирования содержала только две переменные).
Выразим 
[image: image2.wmf]3

x

 из последнего равенства, исключим данную переменную из данного равенства, получим неравенство (в силу того, что 
[image: image3.wmf]0
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). В остальные же равенства подставим полученное значение 
[image: image4.wmf]3
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.
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Преобразуем получившуюся систему.
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Выразим 
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 из третьего равенства, исключим данную переменную из данного равенства, получим неравенство (в силу того, что 
[image: image8.wmf]0
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). В остальные же равенства и неравенства подставим полученное значение 
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.
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Преобразуем получившуюся систему.
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Выразим 
[image: image12.wmf]6
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 из первого равенства, исключим данную переменную из данного равенства, получим неравенство (в силу того, что 
[image: image13.wmf]0

6

³

x

). В остальные же равенства подставим полученное значение 
[image: image14.wmf]6
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.
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Преобразуем получившуюся систему.
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Выразим 
[image: image17.wmf]5
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 из второго равенства, исключим данную переменную из данного равенства, получим неравенство (в силу того, что 
[image: image18.wmf]0
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). В остальные же равенства и неравенства подставим полученное значение 
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.
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Преобразуем получившуюся систему.
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Таким образом, мы можем сформулировать преобразованную задачу следующим образом:
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Но так как по условиям 
[image: image23.wmf]0
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, соответственно, мы можем отказаться от последнего неравенства в системе. Итак, задача, которую мы будем решать графическим методом, может быть записана следующим образом:
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Построим график (рис. 1).
авленни прямую ; 0) и ()
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Рис. 1. Графическое изображение пространства решений задачи

1) Прямая 
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 проходит через точки (4; 0) и (-1; 0) .Прямая 
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 проходит через точки (6; 0) и (0; 2). Прямая 
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 проходит через точки (21; 0) и (0; 3,5).

2) Полуплоскости, определяемые неравенствами задачи, находим путем подстановки точки начала координат плоскости (0; 0) в неравенства. В нашей задаче точка (0; 0) удовлетворяет всем трем неравенствам, следовательно, полуплоскости лежат в той стороне от граничных прямых, где находится точки (0; 0). Ограничения 
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,

0

2

1

³

³

x

x

 определяют первый координатный угол в декартовой системе координат.

3) Многоугольником допустимых решений является четырехугольник ABCD. Строим вектор 
[image: image30.wmf])
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, который совпадает по направлению с вектором 
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4) Строим прямую 
[image: image32.wmf]0
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, которая проходит через точки (0; 0) и (–3; 1).

5) Передвигаем прямую F в направлении вектора 
[image: image33.wmf]c

r

. Последними общими точками с многоугольником решений является отрезок, который образуют точки B и C, включая и эти две точки. Значит, это и есть точки максимума.

6) Определяем координаты точки B, которая образуется пересечением прямых 
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. Для этого необходимо решить систему из двух уравнений:
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Решением системы является точка 
[image: image37.wmf]2
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7) Определяем координаты точки C, которая образуется пересечением прямых 
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. Для этого необходимо решить систему:
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Решением системы является точка 
[image: image41.wmf]7
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8) Найдем координаты точки B для исходной задачи. Мы знаем, что
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9) Соответственно, точка 
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10) Аналогично, точка 
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11) Найдем максимальное значение целевой функции при указанных ограничениях: 
[image: image45.wmf]6
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F

.
12) Бесконечное число решений задачи можно задать еще следующим образом:
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Или, после преобразований:
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Ответ
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или, если записать по-другому,

переменные должны соответствовать системе:
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что позволит достичь максимума целевой функции 
[image: image53.wmf]2
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 при установленных четырех ограничениях исходной задачи и предпосылки о неотрицательности всех шести переменных, при этом 
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Задание № 2. Решить методом прямого перебора

Условия задачи
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Решение

Приведем задачу к канонической форме записи (кроме постановки самой задачи в задании о направлении, то есть будем искать все-таки минимум функции). Грубо говоря, неравенства в системе ограничений нам нужно исправить на равенства. Для этого введем две переменные, 
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Число переменных n — 6. Число ограничений m — 2. Число ограничений меньше числа переменных, мы можем применить метод прямого перебора.

Количество базисных переменных (не равных нулю) будет равно 2, а небазисных (свободных переменные, которые мы приравняем к нулю) — 4. В нашем случае число возможных вариантов базисных наборов для данной задачи определяется по формуле 
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. Построим таблицу решения, в которой для каждого базисного набора вычислим значение базисных переменных из ограничений задачи, при условии, что остальные переменные (небазисные) примут нулевые значения (отметим их курсивом). Для каждого базисного набора переменных вычислим значения целевой функции F. Базисные наборы переменных, у которых при вычислениях получаются 
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, не принимаются к рассмотрению, что вытекает из экономического смысла задачи. Затем выберем среди вычисленных значений функции 
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 и по нему восстановим набор переменных, который и будет оптимальным планом задачи.
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Таблица 1. Таблица решения
Из табл. 1 видно, что минимальное значение (3,5) целевая функция принимает в 13 наборе, а величина ее значение 
[image: image77.wmf]5

,

3

)

(

*

=

X

F

 достигается при 
[image: image78.wmf]6

5

,

0

,

0

,

3

4

*

4

*

3

*

2

*

1

=

=

=

=

x

x

x

x

.

Ответ


[image: image79.wmf];

2

7

)

(

);

6

5

;

0

;

0

;

3

4

(

*

*

min

*

=

=

=

X

F

F

X


Задание № 3. Решить симплекс-методом или методом искусственного базиса
Условия задачи
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Решение

Симплексный метод решения задачи линейного программирования основан на переходе от одного опорного плана к другому, при котором значение целевой функции возрастает (при условии, что задача имеет опорный план, и каждый ее опорный план является невырожденным). Указанный переход возможен, если нам известен какой-нибудь исходный опорный план.

Для решения симплекс-методом исходная задача должна быть представлена в канонической форме записи, этому условию задача удовлетворяет.

В задаче количество ограничений 
[image: image81.wmf]m

 должно быть меньше количества переменных 
[image: image82.wmf]n

.

Однако в нашей задаче отсутствует полный единичный базис, которому соответствует допустимое (а, значит, и опорное) решение. Для того чтобы использовать симплекс-метод для решения задачи в нашем случае, нам придется прибегнуть к приему введения искусственного базиса. Суть его заключается в том, что в ограничения задачи искусственно вводят несколько новых переменных с таким расчетом, чтобы полученная новая система уравнений-ограничений уже имела полный единичный базис, которому соответствует опорное решение новой системы ограничений. Затем решают задачу линейного программирования с новыми ограничениями и со специально построенной целевой функцией (будем называть предложенную задачу расширенной по отношению к исходной).

Запишем нашу задачу в векторной форме: 
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В базисе должны присутствовать три единичных вектора, однако, среди векторов 
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 только один единичный (это вектор 
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). Поэтому в ограничения задачи добавим искусственнее переменные 
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 соответственно.

Составляем целевую функцию расширенной задачи, куда переменные 
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 войдут с коэффициентом (–M), где (M) – некоторое достаточно большое положительное число. Преобразуем также и ограничения. Получим расширенную задачу.
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В векторной форме:
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Количество ограничений 
[image: image94.wmf]m

 меньше количества переменных 
[image: image95.wmf]n

. Расширенная задача имеет опорный план 
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, поэтому ее решение может быть найдено симплекс-методом. В процессе решения искусственные переменные нам нужно вывести из базиса и, следовательно, они примут нулевые значения в оптимальном плане. Значение целевой функции расширенной задачи в оптимальном плане (то есть при нулевых значениях искусственных переменных) совпадает со значением целевой функции исходной задачи.

Для каждого 
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 будем вычислять оценки 
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. Так как у нас базис частично состоит из искусственных векторов, 
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 будет являться многочленом 
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. В процессе решения расширенной задачи будем составлять симплекс-таблицу, в которой после обычной (m+1)-й строки оценок, где записываются слагаемые, не содержащие M (то есть 
[image: image101.wmf]a

), помещают (m+2)-ю строку, где записывают коэффициенты при M (то есть 
[image: image102.wmf]b

).

При переходе от одного опорного плана к другому в базис вводят вектор, соответствующий наибольшему по абсолютной величине отрицательному числу (m+2)-й строки. Искусственный вектор, исключенный из базиса в результате некоторой итерации, в дальнейшем не имеет смысла вводить ни в один из последующих базисов, и преобразования столбцов вектора излишни. Пересчет симплекс-таблицы при переходе от одного опорного плана к другому производят по общим правилам симплексного метода по (m+2)-й строке до тех пор, пока:


а) все искусственные вектора не будут исключены из базиса. После этого определение оптимального плана продолжается по (m+1)-й строке;


б) не все искусственные вектора исключены из базиса, но при этом в (m+2)-й строке нет больше отрицательных значений. В данном случае устанавливается неразрешимость задачи по причине несовместности системы ограничений («нет ни одной общей точки»).


После перехода к определению оптимального плана по (m+1)-й строке, значения 
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 позволяют определить, оптимален данный план или нет. Если все 
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, то процесс решения задачи окончен, рассматриваемое опорное решение оптимально. Оптимум целевой функции равен 
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. Если же существуют оценки 
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, то среди них выбирают максимальную по модулю (наименьшую отрицательную), в дальнейшем столбец с этой оценкой будет называться направляющим и войдет в базис. Для определения вектора, выводимого из базиса, вычисляют соотношение 
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, где k — индекс направляющего столбца, из найденных значений 
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 выбирается наименьшее положительное, то есть 
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, тогда из базиса исключается вектор 
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, а на его место встает вектор 
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. Строка с индексом r называется направляющей, а элемент, находящийся на пересечении k-го столбца и r-й строки (
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), называется разрешающим.


Если в столбце с элементами 
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 нет положительных, то есть все 
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, то целевая функция не ограничена сверху на множестве допустимых планов.

После выделения направляющего столбца и направляющей строки находят новый опорный план и коэффициенты разложения векторов 
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 по векторам нового базиса. Компоненты нового опорного плана вычисляют (по методу Жордана-Гаусса) следующим образом:
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После вычисления всех элементов, соответствующих новому опорному плану, вновь рассчитывают 
[image: image120.wmf]j
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 для всех j и делают вывод:

1) если 
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, то план является оптимальным;

2) если существует хотя бы одна оценка 
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 и для каждого такого 
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по крайней мере одно из чисел 
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, то возможен переход к новому опорному плану, при котором значение целевой функции увеличивается;

3) если существует хотя бы одна строка 
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, то целевая функция не ограничена.
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Решение оформим в виде таблицы:
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I) Работаем с первой частью таблицы. Вычислим оценки 
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. Среди оценок таблицы (m+2)-й строки — три отрицательных оценки, причем две из них одинаковы и максимальны по модулю. Включим в следующий базис вектор 
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, так как он имеет больший коэффициент в целевой функции. Посчитаем все 
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 будет выведен из базиса, так как 
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II) Работаем со второй частью таблицы. Вычислим оценки 
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. Среди оценок таблицы (m+2)-й строки — две отрицательных оценки, при векторе 
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 элемент оценки 
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 наибольший по модулю и отрицателен. Значит, включим в следующий базис вектор 
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. Посчитаем все 
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 будет выведен из базиса, так как 
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III) Работаем с третью частью таблицы. Вычислим оценки 
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. Среди оценок таблицы (m+2)-й строки — всего одна отрицательная. Значит, включим в следующий базис вектор 
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. Посчитаем все 
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 будет выведен из базиса, так как 
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.  Пересчет элементов произведем по формулам по методу Жордана-Гаусса.
IV) В завершающей части таблицы оценка плана на оптимальность идет уже по (m+1)-й строке, так как искусственные векторы выведены. В этой строке на данном этапе нет отрицательных оценок, а значение целевой функции равно 285. Таким образом, найденный опорный план является оптимальным с координатами 
[image: image174.wmf])
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Задание № 4. Решить симплекс-методом или методом искусственного базиса

Условия задачи
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Решение

Для решения симплекс-методом исходная задача должна быть представлена в канонической форме записи. Приведем ее к каноническому виду.
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Однако в нашей задаче отсутствует полный единичный базис, которому соответствует допустимое (а, значит, и опорное) решение. Для того чтобы использовать симплекс-метод для решения задачи в нашем случае, нам придется прибегнуть к приему введения искусственного базиса. Суть его заключается в том, что в ограничения задачи искусственно вводят несколько новых переменных с таким расчетом, чтобы полученная новая система уравнений-ограничений уже имела полный единичный базис, которому соответствует опорное решение новой системы ограничений. Затем решают задачу линейного программирования с новыми ограничениями и со специально построенной целевой функцией (будем называть предложенную задачу расширенной по отношению к исходной).

Запишем нашу задачу в векторной форме: 
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В базисе должны присутствовать три единичных вектора, однако, среди векторов 
[image: image181.wmf]5

4

3

2

1

,

,

,

,

P

P

P

P

P

 только один единичный (это вектор 
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). Поэтому в ограничения задачи добавим искусственнее переменные 
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 соответственно.
Составляем целевую функцию расширенной задачи, куда переменные 
[image: image186.wmf]7
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 войдут с коэффициентом (–M), где 
[image: image187.wmf]M

 – некоторое достаточно большое положительное число.
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В векторной форме:
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Количество ограничений 
[image: image191.wmf]m

 меньше количества переменных 
[image: image192.wmf]n

. Расширенная задача имеет опорный план 
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, поэтому ее решение может быть найдено симплекс-методом. В процессе решения искусственные переменные нам нужно вывести из базиса и, следовательно, они примут нулевые значения в оптимальном плане. Значение целевой функции расширенной задачи в оптимальном плане (то есть при нулевых значениях искусственных переменных) совпадает со значением целевой функции исходной задачи.


Для каждого 
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 будем вычислять оценки 
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. Работу с оценками, переход от одного опорного плана к другому, принятие решений будем вести на тех же правилах, что и в Задание № 3.


Базис: 
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Решение оформим в таблице:
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I) Работаем с первой частью таблицы. Вычислим оценки 
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D

. Среди оценок таблицы (m+2)-й строки — две отрицательных оценки. Включим в следующий базис вектор 
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, так как элемент оценки 
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 при данном векторе наибольший по модулю и отрицателен. Посчитаем все 
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. Вектор 
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 будет выведен из базиса, так как 
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.  Пересчет элементов произведем по формулам по методу Жордана-Гаусса.

II) Работаем со второй частью таблицы. Вычислим оценки 
[image: image232.wmf]j

D

. Среди оценок таблицы (m+2)-й строки — один отрицательный элемент 
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 оценка при векторе 
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. Значит, включим в следующий базис вектор 
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. Вектор 
[image: image237.wmf]6

P

 будет выведен из базиса, так как 
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.  Пересчет элементов произведем по формулам по методу Жордана-Гаусса.

III) Работаем с третью частью таблицы. Здесь и далее оценка плана на оптимальность идет уже по (m+1)-й строке, так как искусственные векторы выведены. Вычислим оценки 
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. Среди оценок таблицы (m+1)-й строки — две отрицательных, наибольшая по модулю находится при векторе 
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. Значит, включим в следующий базис вектор 
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 будет выведен из базиса, так как 
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.  Пересчет элементов произведем по формулам по методу Жордана-Гаусса.
IV) В завершающей части таблицы оценка плана на оптимальность идет также по (m+1)-й строке, так как искусственные векторы выведены. В этой строке на данном этапе нет отрицательных оценок, а значение целевой функции равно 
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. Таким образом, найденный опорный план является оптимальным с координатами 
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, если мы записываем ответ на исходную задачу.
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О проверке решений

Для проверки решений использовались программы Microsoft Excel и Maple 12, а также разработанная мною самостоятельно программа (см. ниже). Ниже приведена процедура проверки решений с использованием Maple 12.
Задание № 1

· with(simplex);

· cnsts := {6*b+c+d = 36, 2*a-b+e+f = 10, 2*a+2*b+d+f = 25, 2*a+3*b-c+e = -9};
· obj := a+3*b;
· maximize(obj, cnsts, NONNEGATIVE);

{a = 0, b = 2, c = 15, d = 9, e = 0, f = 12}

· 0+3*2;

6

Соответственно, задача решена правильно, максимум найден правильно. Maple нашел одно из решений (которых бесконечное множество для данной задачи).

Задание № 2

· with(simplex);
· cnsts := {3*a-b+2*c >= 4, 2*a+b+c+4*d >= 6};
· obj := 2*a+4*b+5*c+d;
· minimize(obj, cnsts, NONNEGATIVE);

        /    4                    5\ 

       { a = -, b = 0, c = 0, d = - }

        \    3                    6/

· 2*(4/3)+4*0+5*0+5/6;

      7

      -

      2
Соответственно, задача решена правильно, минимум найден правильно.

Задание № 3

· with(simplex);
· cnsts := {a+3*b+c = 270, 3*a+b+c = 240, 4*a+6*b+d = 600};

· obj := 3*a+2*b;
· maximize(obj, cnsts, NONNEGATIVE);

{a = 51, b = 66, c = 21, d = 0}

· 3*51+2*66;

285

Соответственно, задача решена правильно, максимум найден правильно.

Задание № 4

· with(simplex);
· cnsts := {a+b+2*c >= 6, 2*a-b+2*c = 4, -a+4*b-2*c <= 6};
· obj := a+2*b-c;
· maximize(obj, cnsts, NONNEGATIVE);

      /    14      12      2\ 

     { a = --, b = --, c = - }

      \    5       5       5/

· 14/5+2*(12/5)-2/5;

 36

 --

 5
Соответственно, задача решена правильно, максимум найден правильно.
Разработка программы для решения задач линейного программирования симплекс-методом и методом искусственного базиса

Так как алгоритм решения задачи линейного программирования симплекс-методом и дополнительным к нему методом искусственного базиса достаточно четок и прозрачен, его достаточно легко можно реализовать на одном из языков программирования.


Мною была разработана программа, которая решает задачи линейного программирования с помощью симплекс-метода и метода искусственного базиса полностью автоматически (достаточно ввести только все параметры).


Программа апробирована на 2 задачах из учебного пособия [1], 4 задач с семинара, задачах, которые были решены в рамках данной работы.


Программа разработана на языке программирования Basic в оболочке Microsoft Visual Basic 6.0. Более подробную информацию о программе можно получить на странице http://yuraperov.narod.ru/things/iso_1.html. Здесь же ее можно и скачать.
Список использованной литературы
1) Зандер Е. В. Исследование операций в экономике: Учеб. Пособие / Краснояр. гос. ун-т; Е. В. Зандер, В. П. Злодеев, Л. И. Мошкович, А. Р. Семёнова. — Красноярск, 2005. — 294 с.
Как уже было отмечено выше, теоретическая база симплекс-метода и метода искусственного базиса, теоретические тезисы для всех четырех задач практически полностью взяты из [1].







� Обратите внимание, что вектор � EMBED Equation.3  ��� не выглядит перпендикулярно направленным к целевой функции F. На самом деле он перпендикулярно направлен, а такое ложное ощущение создается за счет того, что деления осей не находится в соотношении 1 к 1.


� Получается система � EMBED Equation.3  ��� со вторым неверным равенством, соответственно, она является несовместной, так как у нее нет ни одного решения.


� Теоретическая база симплекс-метода и метода искусственного базиса, теоретические тезисы для всех четырех задач практически полностью взяты из [1].
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